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Robna Schwarzova lema
Povzetek
V diplomskem delu bomo povedali nekaj o obna²anju holomorfnih preslikav, de-
niranih na zaprtem enotskem disku. Posebno pozornost bomo posvetili vrednostim
odvodov holomorfnih preslikav v robnih negibnih to£kah oz. to£kah, ki leºijo na
robu enotskega diska. Za ocenjevanje njihovih vrednosti se bomo sklicevali na po-
splo²itve Schwarzove leme, kot je Juliajeva neenakost. V kolikor uvedemo dodatne
predpostavke, lahko ²e bolj natan£no ocenimo vrednosti odvodov v robnih negibnih
to£kah holomorfnih preslikav, kar nam lepo ponazorita robni princip maksima za
holomorfne preslikave in Wolova trditev.
Boundary Schwarz lemma
Abstract
In this thesis, we will say something about the behavior of holomorphic mappings
dened on the closed unit disk. We will dedicate special attention to the values
of the derivatives of holomorphic mappings at the boundary xed points that lie
on the boundary of the unit disk. For estimating their values we will refer to the
generalization of the Schwarz Lemma, such as Julia's inequality. In so far as we
introduce additional assumptions we can even more accurately estimate the values
of the derivatives at xed boundary points of holomorphic mappings, which is well
illustrated by the Anti-calculus proposition for holomorphic mappings and Wol's
proposition.
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Brez vas mi ne bi uspelo.
1. Uvod
V tem diplomskem delu si bomo podrobneje pogledali nekatere rezultate, ki sle-
dijo iz Schwarzove leme in nekaterih njenih posplo²itev. Zanimalo nas bo predvsem
obna²anje holomorfnih preslikav blizu robnih to£k njihovega denicijskega obmo£ja
D, kar bo neprazna odprta povezana mnoºica [5, denicija 57]. Od tod tudi izhaja
naslov tega diplomskega dela Robna Schwarzova lema.
Za opazovano obmo£je bomo vzeli kompleksno ravnino oz. mnoºico vseh kom-
pleksnih ²tevil, ki jo ozna£imo s C, in odprte povezane podmnoºice le te. Posebej
zanimiv bo odprt enotski disk, ki ga ozna£imo z ∆ = {z ∈ C; |z| < 1}. To so
vsa kompleksna ²tevila, ki so na razdalji manj²i od ena od koordinatnega izhodi-
²£a. Vemo, da je mnoºica vseh holomorfnih avtomorzmov enotskega diska enaka
Aut(∆) = {z ↦→ eiϑ ζ−z
1−ζz ; ϑ ∈ R, ζ ∈ ∆} [1, izrek 13.15]. To so preslikave, ki
so holomorfne na odprtem enotskem disku in odprt enotski disk bijektivno presli-
kajo na odprt enotski disk. Prav tako lahko opazimo, da so holomorfne v okolici
enotskega diska, saj edini pol te racionalne preslikave leºi izven zaprtega enotskega
diska. Zgornja polravnina je ozna£ena s H = {z ∈ C; Im(z) > 0}, kar je mnoºica
vseh kompleksnih ²tevil, ki imajo imaginarno komponento ve£jo od ni£. Vemo, da
so avtomorzmi zgornje polravnine oblike h(z) = az+b
cz+d
za a, b, c, d ∈ R, kjer velja
ad− bc > 0 [1, izrek 13.17]. Velja, da je holomorfna preslikava z odvodom, ki nima
ni£el, konformna, torej ohranja kote v vsaki to£ki denicijskega obmo£ja. Vemo, da
je vsaka konformna preslikava, ki slika zgornjo polravnino na enotski disk, oblike
τζ,φ(z) = e
iφ
(︂
z−ζ
z−ζ
)︂
, kjer je Im(ζ) > 0 in φ ∈ [0, 2π) [1, izrek 13.16]. Bijektivne
preslikave oblike ζ(z) = az+b
cz+d
, kjer je ad − bc ̸= 0 za kompleksna ²tevila a, b, c in
d, imenujemo lomljene linearne preslikave [1, poglavje, 13.2 to£ka II], za katere je
zna£ilno, da mnoºico premic in kroºnic slikajo v premice in kroºnice [1, izrek 13.11].
Posebno pozornost bomo namenili robnim to£kam denicijskega obmo£ja D. To£ka
obmo£ja D je robna, £e vsaka njena ²e tako poljubno majhna odprta okolica seka
D in njen komplement DC . Rekli bomo, da je preslikava holomorfna v neki robni
to£ki, £e je denirana in holomorfna tudi v neki njeni odprti okolici.
Opomba 1.1. Denimo, da je obmo£je D ⊊ C, £e je α ∈ ∂D robna to£ka obmo£ja
D in je preslikava f holomorfna na D in v robni to£ki α, potem je holomorfna tudi
v neki odprti okolici robne to£ke α.
Za holomorfno preslikavo f = u(x, y) + iv(x, y) velja Cauchy-Riemannov sistem
ena£b [5, izrek 43]
(1)
∂u
∂x
=
∂v
∂y
∂u
∂y
= −∂v
∂x
.
Prav tako veljata Wirtingerjeva odvoda
(2)
∂f
∂z
=
1
2
(︃
∂f
∂x
− i∂f
∂y
)︃
∂f
∂z
=
1
2
(︃
∂f
∂x
+ i
∂f
∂y
)︃
.
Za vsako nekonstantno holomorfno preslikavo velja izrek o odprti preslikavi.
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Slika 1. Holomorfnost v neki okolici robne to£ke α = ei
π
4 .
Izrek 1.2 (Izrek o nekonstantni holomorfni preslikavi kot odprti preslikavi [1, izrek
7.1]). Naj bo f nekonstantna holomorfna preslikava na obmo£ju D. Potem je slika
vsake odprte mnoºice s preslikavo f odprta mnoºica.
Opomba 1.3. Vredno je omeniti, da £e holomorfna preslikava f , denirana na
nekem obmo£ju D, notranjo to£ko slika na rob kodomene, potem je preslikava f po
izreku o nekonstantni holomorfni preslikavi kot odprti preslikavi nujno konstantna.
2. Schwarzova lema
2.1. Dokaz Schwarzove leme. Najprej omenimo, kaj nam pove Schwarzova lema.
Pove nam, kako se obna²ajo nekatere holomorfne preslikave, ki imajo negibno to£ko
v izhodi²£u odprtega enotskega diska in le tega slikajo v zaprt enotski disk. Do-
pu²£amo, da se kak²ne notranje to£ke slikajo tudi v rob diska. e se to zgodi, je
holomorfna preslikava konstantna.
Izrek 2.1 (Princip maksima [1, izrek 6.13]). Nekonstantna holomorfna preslikava
na obmo£ju D ne doseºe maksimuma po absolutni vrednosti v notranji to£ki obmo£ja
D.
Posledica 2.2. Naj bo f holomorfna na obmo£ju D in naj bo K kompaktna pod-
mnoºica v D. Tedaj je maxK |f | = max∂K |f |.
Dokaz. O£itno velja maxK |f | ≥ max∂K |f |, saj je kompakt zaprta podmnoºica v D
[6, izrek 2.26 to£ka (3)]. Dokazati moramo ²e, da jemaxK |f | ≤ max∂K |f |. Preslikava
z ↦→ |f(z)| je zvezna, torej |f | zavzame maksimum na kompaktu K [6, posledica
2.32]. Naj bo ζ ∈ K, da je |f(ζ)| = maxK |f(z)|. Imamo dve moºnosti. e je
ζ ∈ ∂K, smo zavzeli maksimum na robu. e je ζ ∈ Int(K), potem naj bo Ω povezana
komponenta v K̊, ki vsebuje to£ko ζ. Po principu maksima je |f | konstantna na Ω
in zaradi zveznosti tudi na Ω oz. na ∂Ω ⊆ ∂K. □
Lema 2.3 (Schwarzova lema [1, lema 7.2]). Naj bo f holomorfna preslikava na ∆ =
{z ∈ C; |z| < 1}, za katero velja:
i) f(0) = 0,
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ii) f : ∆ → ∆.
Potem je |f ′(0)| ≤ 1 in |f(z)| ≤ |z| za vsak z ∈ ∆.
V posebnem primeru velja: £e je ali |f ′(0)| = 1 ali |f(z)| = |z| za neki z ∈ ∆\{0},
potem je f rotacija oblike f(z) = αz za neki α ∈ C, |α| = 1.
Dokaz. Zapi²emo g(z) = f(z)
z
in opazimo, da ima preslikava g izolirano singularnost
v to£ki ni£. Izra£unamo limito preslikave g v to£ki ni£ in dobimo
lim
z→0
g(z) = lim
z→0
f(z)
z
= lim
z→0
f(z)− 0
z − 0
= lim
z→0
f(z)− f(0)
z − 0
= f ′(0).
Upo²tevali smo, da je ni£ negibna to£ka preslikave f . Torej ima preslikava g odpra-
vljivo singularnost v to£ki ni£. Zato lahko zapi²emo
g(z) =
{︃
f(z)
z
; z ̸= 0
f ′(0) ; z = 0.
Kar pa pomeni, da je g holomorfna na odprtem enotskem disku. Vzemimo sedaj neki
r ∈ (0, 1) in opazujmo g : ∆(0, r) → C. Po posledici principa maksima 2.2 sledi
max
∆(0,r)
|g| = max
|z|=r
|g| = max
|z|=r
|f(z)|
|z|
≤ 1
r
.
Sledi, da za vsak z ∈ ∆ velja |g(z)| ≤ 1. Lo£imo dva primera.
Za z ̸= 0
|g(z)| = |f(z)|
|z|
≤ 1 in sledi |f(z)| ≤ |z| .
Za z = 0
|g(0)| = |f ′(0)| ≤ 1.
e je v prvem primeru doseºena enakost za neki z0 ∈ ∆\{0} ali, £e doseºemo
enakost v drugem primeru, potem preslikava |g| doseºe maksimum v notranji to£ki
odprtega enotskega diska. Po principu maksima sledi, da je g konstantna preslikava
in velja g(z) = α za neki |α| = 1. Sledi g(z) = f(z)
z
, torej je f(z) = αz. □
2.2. Dokazovanje Liouvillovega izreka s pomo£jo Schwarzove leme. Iz kom-
pleksne analize je znan Liouvillov izrek [1, izrek 5.10], ki pravi, da v kolikor je
preslikava cela (holomorfna na celotni kompleksni ravnini) in omejena, sledi, da je
konstantna. Klasi£ni dokaz Liouvillovega izreka poteka s pomo£jo Cauchyjevih ocen.
Zanimivo je dejstvo, da se ga da dokazati tudi s pomo£jo Schwarzove leme.
Izrek 2.4 (Liouvillov izrek). Naj bo f holomorfna in omejena preslikava na C.
Potem je f konstantna.
Dokaz. Pomagali si bomo s Schwarzovo lemo 2.3. Naj bo f : C → C holomorfna
in omejena na kompleksni ravnini. e je f identi£no enaka ni£, izrek velja. Denimo
sedaj, da f ni identi£no enaka ni£ in denirajmo
g(z) =
f(z)− f(0)
sup
w∈C
|f(w)|+ |f(0)|
, za vsak z ∈ C.
Za R > 0 denirajmo gR(z) = g(Rz). Opazimo, da preslikava gR slika odprt enotski
disk v zaprt enotski disk, saj velja
|gR(z)| =
|f(Rz)− f(0)|
sup
w∈C
|f(w)|+ |f(0)|
≤ |f(Rz)|+ |f(0)|
sup
w∈C
|f(w)|+ |f(0)|
≤ 1.
6
Uporabili smo trikotni²ko neenakost in upo²tevali, da je vrednost v imenovalcu po-
zitivna. Prav tako opazimo, da bo absolutna vrednost v ²tevcu vedno manj²a ali
enaka vrednosti v imenovalcu za vsak z iz kompleksne ravnine.
Izra£unamo vrednost preslikave gR v to£ki ni£
gR(0) =
f(R · 0)− f(0)
sup
w∈C
|f(w)|+ |f(0)|
= 0.
Opazimo, da je ni£ negibna to£ka preslikave gR. Torej za preslikavo gR(z) lahko
uporabimo Schwarzovo lemo in dobimo |gR(z)| ≤ |z| za vsak z iz odprtega enotskega
diska. Vpeljimo w = Rz. Potem velja |w| < R in |g(w)| ≤ |w|
R
. Ko po²ljemo R preko
vsake meje, bo ²la desna stran ena£be proti ni£. To pa pomeni, da je g(w) = 0 za
vsak w iz kompleksne ravnine. Od tod sledi, da je f konstantna preslikava. □
3. Zamenjava negibne to£ke
3.1. Zamenjava notranje to£ke enotskega diska. Schwarzovo lemo lahko upo-
rabimo tudi, kadar ima holomorfna preslikava f : ∆ → ∆ negibno to£ko, ki ni enaka
koordinatnemu izhodi²£u. Kaj pa, £e ima preslikava f dve negibni to£ki v odprtem
enotskem disku? Ali lahko v tem primeru ²e vedno uporabimo Schwarzovo lemo?
Trditev 3.1. Za ζ ∈ ∆ denirajmo preslikavo
φζ(z) =
ζ − z
1− ζz
.
Ta preslikava je holomorfen avtomorzem enotskega diska oz. je holomorfna presli-
kava, ki disk bijektivno preslika vase. Za preslikavo φζ veljajo naslednje izjave:
i) φζ je holomorfna na ∆ in njena slika je vsebovana v ∆.
ii) φζ je bijektivna preslikava in njen inverz je φζ.
iii) φζ preslika to£ko ni£ v to£ko ζ in to£ko ζ preslika v to£ko ni£.
iv) Velja: φζ : ∆ → ∆ in φζ : ∂∆ → ∂∆.
v) Odvod preslikave φζ v to£ki z ∈ ∆ je enak φ′ζ(z) =
|ζ|2−1
(1−ζz)2 .
Dokaz. Da je preslikava holomorfna povsod, kjer je denirana, je o£itno, saj je ra-
cionalna preslikava v z. Vse, kar je potrebno videti, je, da je denirana na zaprtem
disku. Edini pol je v to£ki 1
ζ
, ki pa leºi zunaj diska, saj je ζ v notranjosti diska.
Za preslikavo φζ velja φζ ◦ φζ = id, kar lahko izra£unamo
(φζ ◦ φζ)(z) = φζ
(︃
ζ − z
1− ζz
)︃
=
ζ −
(︂
ζ−z
1−ζz
)︂
1− ζ
(︂
ζ−z
1−ζz
)︂ = ζ(1−ζz)−(ζ−z)1−ζz
1−ζz−ζ(ζ−z)
1−ζz
=
(ζ − ζζz − ζ + z)
(1− ζz − ζζ + ζz)
=
z(1− ζζ)
(1− ζζ)
= z.
Izraz evalviramo tako, da dvakrat uporabimo preslikavo φζ in vse skupaj poenosta-
vimo. Dobili smo, da je preslikava φζ bijektivna in da je njen inverz enak φζ .
Preslikava φζ slika to£ko ni£ v to£ko ζ
φζ(0) =
ζ − 0
1− ζ · 0
=
ζ
1
= ζ.
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Preslikava φζ slika to£ko ζ v to£ko ni£
φζ(ζ) =
ζ − ζ
1− ζζ
=
0
1− |ζ|2
= 0.
Vemo, da je ζ je notranja to£ka enotskega diska, zato je 1− |ζ|2 ̸= 0.
Za dokaz naslednje to£ke trditve dokaºimo enakost
(3)
⃓⃓⃓⃓
ζ − z
1− ζz
⃓⃓⃓⃓2
= 1− (1− |ζ|
2)(1− |z|2)⃓⃓
1− ζz
⃓⃓2 .
Najprej izra£unajmo levo stran enakosti⃓⃓⃓⃓
ζ − z
1− ζz
⃓⃓⃓⃓2
=
(ζ − z)(ζ − z)
(1− ζz)(1− ζz)
=
ζζ − ζz − zζ + zz
1− ζz − ζz + ζzζz
=
|ζ|2 − ζz − zζ + |z|2
1− ζz − ζz + |ζ|2 |z|2
.
Upo²tevamo denicijo absolutne vrednosti in poenostavimo ²tevec ter imenovalec.
Tako dobimo
= 1− 1− |z|
2 − |ζ|2 + |ζz|2
1− ζz − ζz + |ζz|2
= 1− (1− |z|
2)(1− |ζ|2)
(1− ζz)(1− ζz)
= 1− (1− |ζ|
2)(1− |z|2)⃓⃓
1− ζz
⃓⃓2 .
Sedaj obravnavajmo primera, ko je z iz diska ali na njegovem robu.
Za z iz diska opazimo (1 − |ζ|2) ∈ (0, 1) in (1 − |z|2) ∈ (0, 1). Torej je (1 −
|ζ|2)(1− |z|2) ∈ (0, 1) in
⃓⃓
1− ζz
⃓⃓2
> 0. Iz £esar sledi (1−|ζ|
2)(1−|z|2)
|1−ζz|2 > 0, in zato velja
φζ : ∆ → ∆.
Za z iz roba diska opazimo (1 − |ζ|2) ∈ (0, 1) in (1 − |z|2) = 0. Torej je (1 −
|ζ|2)(1 − |z|2) = 0 in
⃓⃓
1− ζz
⃓⃓2
> 0. Iz £esar sledi (1−|ζ|
2)(1−|z|2)
|1−ζz|2 = 0, kar pa pomeni,
da je
⃓⃓⃓
ζ−z
1−ζz
⃓⃓⃓2
= 1 in φζ : ∂∆ → ∂∆.
Izra£unajmo odvod preslikave φζ
φ′ζ(z) =
(−1)(1− ζz)− (ζ − z)(−ζ)
(1− ζz)2
=
−1 + ζz + ζζ − zζ
(1− ζz)2
=
|ζ|2 − 1
(1− ζz)2
. □
Iz dokaza trditve 3.1 to£ke ii) opazimo, da za preslikavo φζ velja
(4) φζ ◦ φζ = id.
To lahko dokaºemo tudi s pomo£jo Schwarzove leme.
Dokaz ena£be (4). Pomagali si bomo s Schwarzovo lemo. Po prej²nji trditvi 3.1 to£ke
iv) sledi
φζ : ∆ → ∆, prav tako sledi, da je φζ ◦ φζ : ∆ → ∆.
Iz trditve 3.1 to£ke iii) lahko sklepamo, da sta ni£ in ζ negibni to£ki preslikave
φζ ◦ φζ . Iz posebnega primera Schwarzove leme sledi
(φζ ◦ φζ)(z) = αz za neki α ∈ C, |α| = 1.
Sedaj vstavimo to£ko ζ v enakost
ζ = (φζ ◦ φζ)(ζ) = αζ.
Dobimo, da je α = 1, kar pomeni, da je φζ ◦ φζ res identiteta. □
Zadnji dokaz nakazuje naslednjo trditev.
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Trditev 3.2. Naj bo f : ∆ → ∆ holomorfna preslikava, ki ima dve razli£ni notranji
negibni to£ki ζ, η ∈ ∆. Potem je f identiteta.
Dokaz. Denirajmo
g(z) = (φζ ◦ f ◦ φζ)(z).
Zaradi trditve 3.1 to£ke iii) ima ta preslikava negibno to£ko ni£ in iz iste trditve
to£ke iv) zanjo velja g : ∆ → ∆. Brez ²kode za splo²nost lahko predpostavimo, da
za neki ν ∈ ∆\{0} velja φζ(η) = ν, kar je po ena£bi (4) ekvivalentno φζ(ν) = η.
Izra£unamo sedaj vrednost preslikave g v to£ki ν
g(ν) = (φζ ◦ f ◦ φζ)(ν) = φζ(f(η)) = φζ(η) = ν.
Upo²tevali smo, da je η negibna to£ka preslikave f in opazimo, da je ν negibna
to£ka preslikave g. Iz posebnega primera Schwarzove leme sledi g(z) = αz za neki
α ∈ C, |α| = 1. Glede na to, da je ν negibna to£ka preslikave g, velja
ν = g(ν) = αν
in odtod, da je α = 1. Torej je g identiteta in po ena£bi (4) sledi, da je
f(z) = (φζ ◦ g ◦ φζ)(z) = (φζ ◦ id ◦ φζ)(z) = (φζ ◦ φζ)(z) = id.
Kar pomeni, da je tudi f identi£na preslikava. □
Pravkar smo dokazali, da je edina holomorfna preslikava, ki ima poljubni razli£ni
notranji negibni to£ki, nujno identiteta. S tem smo si pripravili osnovno orodje za
analizo preslikav, ki nimajo negibne to£ke v koordinatnem izhodi²£u.
3.2. Schwarz-Pickova lema. Poglejmo si primer uporabe Schwarzove leme. Doka-
ºimo naslednjo trditev.
Trditev 3.3 ([2, poglavje 3, ena£bi (3) in (4)]). Naj bo f : ∆ → ∆ holomorfna
preslikava, φζ holomorfen avtomorzem enotskega diska in ζ ∈ ∆. Potem veljata
naslednji izjavi
i) |f ′(ζ)| ≤ 1−|f(ζ)|
2
1−|ζ|2 (posplo²ena Schwarzova lema).
ii)
⃓⃓
φf(ζ)(f(z))
⃓⃓
≤ |φζ(z)|, za vsak z ∈ ∆ (Schwarz-Pickova lema).
Dokaz. Naj bo ζ ∈ ∆ poljubna to£ka in f : ∆ → ∆ poljubna holomorfna preslikava.
Brez teºav lahko opazimo, da iz trditve 3.1 to£ke iv) sledi φf(ζ) ◦ f ◦φζ : ∆ → ∆ ter
da ima preslikava po isti trditvi to£ke iii) negibno to£ko ni£. To pomeni, da lahko
uporabimo Schwarzovo lemo in dobimo neenakosti⃓⃓
(φf(ζ) ◦ f ◦ φζ)′(0)
⃓⃓
≤ 1 in
⃓⃓
(φf(ζ) ◦ f ◦ φζ)(z)
⃓⃓
≤ |z| , za vsak z ∈ ∆.
Izraz iz prve neenakosti, upo²tevajo£ pravilo za odvajanje kompozituma, nam da⃓⃓
(φf(ζ) ◦ f ◦ φζ)′(0)
⃓⃓
=
⃓⃓
φ′f(ζ)(f(φζ(0)))f
′(φζ(0))φ
′
ζ(0)
⃓⃓
=
⃓⃓
φ′f(ζ)(f(ζ))f
′(ζ)φ′ζ(0)
⃓⃓
.
Upo²tevamo ²e izraz za odvod preslikave φζ iz trditve 3.1 to£ke v) in dobimo
=
⃓⃓⃓⃓(︃
− 1
1− |f(ζ)|2
)︃
f ′(ζ)
(︁
|ζ|2 − 1
)︁⃓⃓⃓⃓
=
⃓⃓⃓⃓
⃓f ′(ζ) 1− |ζ|21− |f(ζ)|2
⃓⃓⃓⃓
⃓ .
Upo²tevamo prvo neenakost, ki smo jo dobili iz Schwarzove leme, in imamo
(5) |f ′(ζ)| ≤ 1− |f(ζ)|
2
1− |ζ|2
.
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To£ki ζ in f(ζ) leºita v notranjosti enotskega diska, zato je vrednost ulomka pozi-
tivna in dobimo posplo²eno Schwarzovo lemo.
Poglejmo ²e, kaj nam da druga neenakost. Naj bo w iz odprtega enotskega diska,
potem imamo ⃓⃓
(φf(ζ) ◦ f ◦ φζ)(w)
⃓⃓
≤ |w| ,
od koder, upo²tevamo ena£bo (4), dobimo⃓⃓
(φf(ζ) ◦ f)(φζ(w))
⃓⃓
≤ |(φζ(φζ(w))| .
Po trditvi 3.1 to£ke iv) upo²tevamo, da je φζ : ∆ → ∆ in pi²emo z = φζ(w), tako
imamo
(6)
⃓⃓
φf(ζ)(f(z))
⃓⃓
≤ |φζ(z)| , za vsak z ∈ ∆.
To se imenuje Schwarz-Pickova lema. □
e upo²tevamo denicijo preslikave φζ , lahko iz trditve 3.3 to£ke ii) izrazimo
(7)
⃓⃓⃓⃓
⃓ f(ζ)− f(z)1− f(ζ)f(z)
⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤
⃓⃓⃓⃓
ζ − z
1− ζz
⃓⃓⃓⃓
, za vsak z ∈ ∆.
4. Negibne to£ke na robu enotskega diska
4.1. Riemannov upodobitveni izrek. Pri kompleksni analizi lahko Schwarzovo
lemo uporabimo tudi, ko se ukvarjamo s poljubnim enostavnim povezanim obmo£jem
v kompleksni ravnini, ki ni enako C. Obmo£jeD ⊆ C je enostavno povezano, £e lahko
vsako sklenjeno krivuljo v D zvezno deformiramo znotraj D v neko to£ko obmo£ja
D [5, denicija 55]. Naj bo [a, b] ⊆ R interval in γ : [a, b] → C. Preslikavo γ(t)
imenujemo pot v kompleksni ravnini, kjer parameter t prete£e interval [a, b] in ima
lastnosti gladkega loka [5, denicija 37]. Pot je sklenjena, £e velja γ(a) = γ(b).
Izrek 4.1 (Riemannov upodobitveni izrek [1, poglavje 14.2]). Vsako enostavno po-
vezano odprto obmo£je D ⊊ C je biholomorfno ekvivalentno ∆. Oziroma za vsako
enostavno povezano odprto obmo£je D, ki ni cela kompleksna ravnina, obstaja biho-
lomorfna preslikava f : D → ∆.
Trditev 4.2. Naj veljajo predpostavke Riemannovega upodobitvenega izreka in naj
bo α ∈ D. Potem obstaja natanko en biholomorzem f : D → ∆, da velja f(α) =
0, f ′(α) > 0.
Dokaz. Obstoj biholomorzma sledi iz Riemannovega upodobitvenega izreka. Do-
kaºimo ²e enoli£nost. Denimo, da obstajata dva biholomorzma, za katera velja
f : D → ∆, f(α) = 0, f ′(α) > 0 in g : D → ∆, g(α) = 0, g′(α) > 0.
Potem je h = g ◦ f−1 ∈ Aut(∆), h(0) = 0, h′(0) > 0, saj velja
h(0) =
(︁
g ◦ f−1
)︁
(0) = g(α) = 0
in je vrednost preslikave h v to£ki ni£ enaka ni£. Izra£unajmo odvod preslikave h v
to£ki ni£, kjer upo²tevamo pravilo za odvod inverzne preslikave
h′(0) =
(︁
g ◦ f−1
)︁′
(0) = g′
(︁
f−1(0)
)︁ 1
f ′ (f−1(0))
=
g′(α)
f ′(α)
> 0
in dobimo, da je vrednost odvoda preslikave h v to£ki ni£ ve£ja od ni£.
Vemo, da je h(z) = eiϑ ζ−z
1−ζz , za neki ϑ ∈ [0, 2π) in neki ζ ∈ ∆. Izra£unamo
0 = h(0) = eiϑζ,
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odtod sledi ζ = 0, kar pomeni, da je h(z) = −eiϑz. Ko preslikavo h odvajamo, v
to£ki ni£ dobimo
0 < h′(0) = −eiϑ,
kar pa pomeni, da mora biti eiϑ = −1 in sledi, da je h(z) = z. Posledi£no je h
identiteta in velja
id = g ◦ f−1,
kar nam da f = g. □
Torej, £e imamo neko enostavno povezano odprto obmo£je D ⊊ C, lahko obmo-
£je D z ustreznimi biholomorfnimi preslikavami ekvivalentno prevedemo na odprt
enotski disk, na katerem lahko uporabimo Schwarzovo lemo, v kolikor opazujemo
situacijo, v kateri je vsaj ena notranja to£ka obmo£ja D negibna. Izberimo ustre-
zno biholomorfno preslikavo, za katero velja, da φ : D → ∆, potem lahko za neko
holomorfno preslikavo f : D → D dolo£imo preslikavo g : ∆ → ∆, ki je denirana
kot g = φ ◦ f ◦ φ−1. Mi bomo za D vzeli zgornjo polravnino. Situacijo na odprtem
enotskem disku bomo ekvivalentno re²evali na zgornji polravnini, kjer eno robno
to£ko enotskega diska slikamo v to£ko v neskon£nosti.
4.2. Robni princip maksima za holomorfne preslikave. V nadaljevanju si po-
glejmo zanimiv rezultat kompleksne analize, pripisan matematiku Erd®su, ki pove,
kako se obna²ajo holomorfne preslikave, denirane na zaprtem enotskem disku, ki
po absolutni vrednosti zavzamejo maksimum v robni to£ki.
Trditev 4.3 (Robni princip maksima za holomorfne preslikave [1, poglavje 6.15]).
Naj bo preslikava f holomorfna na zaprtem enotskem disku in naj f po absolutni
vrednosti zavzame maksimum v robni to£ki α enotskega diska. Potem je f ′(α) ̸= 0,
razen £e je f konstantna.
Dokaz. e je preslikava f konstantna, je njen odvod povsod trivialno enak ni£.
Denimo sedaj, da preslikava f ni konstantna in predpostavimo, da je f ′(α) = 0.
Razvijmo preslikavo f v okolici to£ke α v Taylorjevo vrsto [4, denicija 102]
f(α + ξ) = f(α) +
f (k)(α)
k!
ξk +O
(︁
ξk+1
)︁
za vsak kompleksen ξ, ki je po absolutni vrednosti poljubno majhen, in k ≥ 2 tako
najmanj²e naravno ²tevilo, za katerega velja f (k)(α) ̸= 0.
e sedaj zgornji izraz pomnoºimo z njegovo konjugirano vrednostjo, dobimo
|f(α + ξ)|2 = |f(α)|2 + 2
k!
Re
(︂
f(α)f (k)(α)ξk
)︂
+O
(︁
ξk+1
)︁
.
Upo²tevali smo denicijo absolutne vrednosti in realne komponente kompleksnega
²tevila. Prav tako smo upo²tevali, da je 2k > k + 1.
Preslikava f v to£ki α doseºe maksimum na zaprtem enotskem disku, zato vre-
dnost preslikave f v to£ki α ni enaka ni£. Lahko zapi²emo f(α)f (k)(α) = Ceiγ za
neki C > 0 in γ ∈ [0, 2π). Naj bo eiϑ = ξ|ξ| za neki ϑ ∈ [0, 2π). Tedaj sledi
|f(α + ξ)|2 = |f(α)|2 + 2C
k!
|ξ|k cos(kϑ+ γ) +O
(︁
ξk+1
)︁
.
e nesemo |f(α)|2 na levo stran in izraz na levi poenostavimo, dobimo
(|f(α + ξ)|+ |f(α)|)(|f(α + ξ)| − |f(α)|) = 2C
k!
|ξ|k cos(kϑ+ γ) +O
(︁
ξk+1
)︁
.
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Sedaj delimo z |ξ|k in izraz poenostavimo, da dobimo
(|f(α + ξ)|+ |f(α)|)(|f(α + ξ)| − |f(α)|)
|ξ|k
=
2C
k!
cos(kϑ+ γ) +
O
(︁
ξk+1
)︁
|ξ|k+1
|ξ| .
Za ξ z dovolj majhno absolutno vrednostjo bo veljalo, da ima |f(α + ξ)| − |f(α)|
enak predznak kot cos(kϑ+γ). Sledi, da za vsak ϑ iz enega od naslednjih intervalov
(8)
(︃
−π + 4πl − 2γ
2k
,
π + 4πl − 2γ
2k
)︃
,
l = 0, 1, . . . , k − 1, obstaja tak εϑ > 0, da za vsak 0 < r < εϑ velja
|f(α + reiϑ)| > |f(α)|.
Ker je f ′(α) = 0, sledi, da je k ≥ 2. Torej bo vsaj eden izmed intervalov (8) gotovo
sekal zaprt enotski disk, saj bosta v najslab²em primeru, ko je k = 2, obstajala dva
taka nasprotno leºe£a loka s sovr²nima kotoma, da bo ena od premic skozi kraji²£i
nasprotno leºe£ih lokov tangentna na zaprt enotski disk. To pa pomeni, da vsaj
eden izmed lokov seka zaprt enotski disk in zato preslikava f ne doseºe maksimuma
po absolutni vrednosti na zaprtem enotskem disku v robni to£ki α. Pri²li smo do
protislovja, zato je f ′(α) ̸= 0. □
4.3. Juliajeva neenakost. V tem poglavju bomo dokazali pomemben izrek kom-
pleksne analize  Juliajevo neenakost in si ogledali nekaj njenih posledic. Preden se
lotimo dokazovanja, si pripravimo nekaj denicij in orodij za dokazovanje neenakosti.
Denicija 4.4. Naj bo a ∈ C in r > 0 pozitivno realno ²tevilo. Potem je mnoºica
K(a, r) = {z ∈ ∆; |z − a| = r} kroºnica s sredi²£em v to£ki a in polmerom r in
D(a, r) = {z ∈ ∆; |z − a| < r} disk s sredi²£em v to£ki a in polmerom r.
Trditev 4.5. Vzemimo biholomorfno preslikavo iz zgornje polravnine
τζ,φ(z) = e
iφ
(︃
z − ζ
z − ζ
)︃
,
kjer velja φ ∈ [0, 2π) in Im(ζ) > 0. Potem veljajo naslednje izjave:
i) τζ,φ je holomorfna za vsak z ∈ H.
ii) τζ,φ je bijektivna preslikava iz zgornje polravnine v enotski disk in njen inverz
je enak τ−1ζ,φ(w) =
wζ−eiφζ
w−eiφ .
iii) τζ,φ to£ko ζ preslika v to£ko ni£.
iv) Velja τζ,φ : H → ∆ in τζ,φ : ∂H → ∂∆.
v) Velja τ−1ζ,φ : ∆ → H in τ
−1
ζ,φ : ∂∆ → ∂H.
vi) Odvod preslikave τζ,φ v to£ki z iz zgornje polravnine je enak
τ ′ζ,φ(z) = e
iφ
(︃
ζ − ζ
(z − ζ)2
)︃
.
vii) Preslikava τζ,φ slika poljubno kroºnico iz zgornje polravnine v neko kroºnico
iz odprtega enotskega diska in poljuben disk iz zgornje polravnine v neki disk
iz odprtega enotskega diska. Enako velja za inverz τ−1ζ,φ.
Dokaz. Preslikava τζ,φ je holomorfna na zgornji polravnini, saj je holomorfna presli-
kava iz zgornje polravnine. Prav tako je τζ,φ holomorfna na robu zgornje polravnine
oz. realni osi, saj je produkt rotacije in racionalne preslikave, ki ima pol v spodnji
polravnini.
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Ozna£imo w = τζ,φ(z) in izra£unajmo inverz
w = eiφ
(︃
z − ζ
z − ζ
)︃
⇔ w(z − ζ) = eiφ(z − ζ) ⇔ wz − wζ = eiφz − eiφζ.
Zapi²emo ena£bo in poenostavimo, da dobimo
wz − eiφz = wζ − eiφζ ⇔ z(w − eiφ) = wζ − eiφζ ⇔ z = wζ − e
iφζ
w − eiφ
.
Ko izrazimo spremenljivko z, dobimo ena£bo inverza.
Preslikava τζ,φ slika to£ko ζ v to£ko ni£
τζ,φ(ζ) = e
iφ
(︃
ζ − ζ
ζ − ζ
)︃
= eiφ
(︃
0
ζ − ζ
)︃
= 0,
saj velja ζ − ζ ̸= 0, ker je ζ iz spodnje polravnine.
Za dokaz naslednje to£ke dokaºimo enakost
(9)
⃓⃓⃓⃓
eiφ
(︃
z − ζ
z − ζ
)︃⃓⃓⃓⃓2
= 1− 4Im(ζ)Im(z)⃓⃓
z − ζ
⃓⃓2 .
Za£nemo z leve strani⃓⃓⃓⃓
eiφ
(︃
z − ζ
z − ζ
)︃⃓⃓⃓⃓2
=
⃓⃓
eiφ
⃓⃓2 ⃓⃓⃓⃓z − ζ
z − ζ
⃓⃓⃓⃓2
=
(z − ζ)(z − ζ)
(z − ζ)(z − ζ)
=
|z|2 − zζ − ζz + |ζ|2
|z|2 − zζ − ζz + |ζ|2
,
najprej v ena£bi razpi²emo ²tevec in imenovalec tako, da uporabimo denicijo ab-
solutne vrednosti kompleksnega ²tevila
= 1− zζ − zζ + ζz − ζz
(z − ζ)(z − ζ)
= 1− 4(ζ − ζ)(z − z)
4i2
⃓⃓
z − ζ
⃓⃓2 = 1− 4Im(ζ)Im(z)⃓⃓
z − ζ
⃓⃓2 .
Imenovalec preoblikujemo in upo²tevamo denicijo imaginarne komponente komple-
ksnega ²tevila.
Za z iz zgornje polravnine opazimo, da je Im(z) > 0 in
⃓⃓
z − ζ
⃓⃓2
> 0, saj je z iz
zgornje in ζ iz spodnje polravnine, torej je 4Im(ζ)Im(z)|z−ζ|2 > 0. Iz £esar sledi τζ,φ : H → ∆.
Za z iz roba zgornje polravnine opazimo, da je Im(z) = 0 in
⃓⃓
z − ζ
⃓⃓2
> 0, saj je z na
robu in ζ iz spodnje polravnine, torej je 4Im(ζ)Im(z)|z−ζ|2 = 0. Iz £esar sledi τζ,φ : ∂H → ∂∆.
Iz to£k ii) in iv) te trditve sledi, da τ−1ζ,φ : ∆ → H in τ
−1
ζ,φ : ∂∆ → ∂H.
Izra£unajmo odvod preslikave τζ,φ
τζ,φ(z) =
(︃
eiφ
(︃
z − ζ
z − ζ
)︃)︃′
= (eiφ)′
(︃
z − ζ
z − ζ
)︃
+ eiφ
(︃
z − ζ
z − ζ
)︃′
,
kjer upo²tevamo pravilo za odvod produkta in dobimo
= 0 ·
(︃
z − ζ
z − ζ
)︃
+ eiφ
(︃
1 · (z − ζ)− (z − ζ) · 1
(z − ζ)2
)︃
= eiφ
(︃
ζ − ζ
(z − ζ)2
)︃
.
Upo²tevali smo pravilo za odvod kvocienta in da je odvod konstante enak ni£.
Za preslikavo τζ,φ velja
eiφ · (−ζ)− (−eiφζ) · 1 = eiφ
(︁
(−ζ)− (−ζ)
)︁
= eiφ(ζ − ζ) ̸= 0.
Ker je τζ,φ lomljena linearna preslikava, slika mnoºico premic in kroºnic v mnoºico
premic in kroºnic. Ker po to£ki iv) te trditve preslikava τζ,φ slika iz zgornje polravnine
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v enotski disk, bo slika vsake kroºnice iz zgornje polravnine neka kroºnica v enotskem
disku. Pol preslikave τζ,φ leºi v spodnji polravnini, zato se bo notranjost kroºnice v
zgornji polravnini slikala v notranjost kroºnice v enotskem disku.
Ker preslikava τζ,φ slika vsako kroºnico in vsak disk iz zgornje polravnine v neko
kroºnico in neki disk enotskega diska, bo inverz τ−1ζ,φ slikal poljubno kroºnico in
poljuben disk iz enotskega diska v neko kroºnico in neki disk v zgornji polravnini. □
Denicija 4.6. Lomljena linearna preslikava, denirana kot τ(z) = λz+a za λ > 0
in a ∈ C, se imenuje ana linearna preslikava. Center ane linearne preslikave je
njena negibna to£ka.
Trditev 4.7. Za ano linearno preslikavo τ(z) = λz + a, kjer je λ > 0 in a ∈ C
velja, da bijektivno preslika kroºnico iz kompleksne ravnine s sredi²£em v to£ki c ∈ C
in polmerom r ∈ (0,∞) na kroºnico iz kompleksne ravnine s sredi²£em v to£ki τ(c)
in polmerom λr.
Dokaz. Ana linearna preslikava je lomljena linearna preslikava, zato je bijektivna.
Naj bo |z − c| = r kroºnica s sredi²£em v to£ki c in polmerom r. Potem za
preslikavo τ velja
|τ(z)− τ(c)| = |λz + a− (λc+ a)| = |λz − λc| = |λ| |z − c| = λr.
Pogledamo, kako se obna²a preslikana kroºnica, ki ima sredi²£e v to£ki τ(c). Ko
izra£unamo vrednosti ane linearne preslikave, upo²tevamo polmer prvotne kroºnice
in pozitivnost ²tevila λ. Vidimo, da ima preslikana kroºnica polmer λr. □
Posledica 4.8. Obstaja natanko ena ana linearna preslikava, ki neko kroºnico
bijektivno preslika na natanko dolo£eno kroºnico.
Dokaz. Denimo, da obstajata dve ani linearni preslikavi τ(z) = λz + a in ρ(z) =
µz + b za λ, µ > 0 in a, b ∈ C, ki neko kroºnico bijektivno preslikata na natanko
dolo£eno kroºnico. Po prej²nji trditvi bo veljalo λ = µ. Denimo, da je c ∈ C sredi²£e
kroºnice, ki jo slikamo, potem po prej²nji trditvi velja τ(c) = ρ(c), kar nam da
λc+ a = µc+ b ⇔ λc+ a = λc+ b ⇔ a = b.
Dobili smo, da sta koecienta raztegov λ in µ enaka in dobimo, da sta tudi prosta
£lena a in b enaka. To dokaºe, da je najve£ ena taka preslikava. Pokazati je potrebno,
da taka preslikava obstaja. Naj bosta r, R > 0 polmera kroºnic in a,A ∈ C njuni
sredi²£i. Tedaj preslikava τ(z) = (R/r)z + (A − (R/r)a) slika kroºnico K(a, r) na
kroºnico K(A,R). □
Denicija 4.9. [3, izrek 2.3] Naj bosta α ∈ ∆ in r ∈ (0, 1), potem deniramo
horocikel kot mnoºico C(α, r) = {z ∈ ∆; |φα(z)| = r} = φ−1α (K(0, r)), za holomor-
fen avtomorzem enotskega diska φα, kjer sta α neevklidski center in r neevklidski
polmer horocikla.
Trditev 4.10. Za α ∈ ∆ in r ∈ (0, 1) je horocikel C(α, r) kroºnica v ∆.
Dokaz. Po prej²nji deniciji mnoºica C(α, r) leºi v odprtem enotskem disku. Opa-
zimo, da je horocikel C(α, r) s preslikavo φα praslika kroºnice s sredi²£em v to£ki
ni£ in polmerom r ∈ (0, 1). Za preslikavo φα pa vemo, da je lomljena linearna, velja
namre£ (−1)1−α(−α) = |α|2−1 ̸= 0 in zato slika mnoºico premic in kroºnic v pre-
mice in kroºnice. Se pravi, da bo premico ali kroºnico slikala v premico ali kroºnico
v kodomeni. Glede na to, da je C(α, r) ⊂ ∆, bo ta horocikel nujno kroºnica. □
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Slika 2. Horocikli z neevklidskimi polmeri v to£ki α = 3
4
ei
π
4 .
Trditev 4.11. Naj bo g : ∆ → ∆ nekonstantna holomorfna preslikava. Za α ∈
∆ in r ∈ (0, 1) naj bosta C(α, r) in C(g(α), r) horocikla z enakima neevklidskima
polmeroma. Potem veljata naslednji izjavi:
i) g to£ke iz horocikla C(α, r) slika na ali v notranjost horocikla C(g(α), r).
ii) e je g bijektivna, potem g horocikel C(α, r) slika na horocikel C(g(α), r).
Slika 3. Horocikla v enotskem disku.
Dokaz. Izberimo neko to£ko α iz odprtega enotskega diska in denirajmo horocikel
kot C(α, r) z nekim neevklidskim polmerom r ∈ (0, 1). Po izreku o nekonstantni
holomorfni preslikavi kot odprti preslikavi 1.2 bo to£ka g(α) leºala v odprtem enot-
skem disku, za katero deniramo horocikel C(g(α), r). Po trditvi 3.3 to£ke ii) oz.
Schwarz-Pickovi lemi holomorfne preslikave iz enotskega diska v enotski disk slikajo
C(α, r) v zaprt krog, ki ga omejuje C(g(α), r).
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e je g bijektivna, potem po ii) to£ki trditve 3.3 oz. Schwarz-Pickovi lemi velja
enakost, kar pomeni, da prvi horocikel slikamo na drugega. □
Trditev 4.12. Naj bo sedaj f : H → H nekonstantna holomorfna preslikava, ki ima
robno negibno to£ko ν. Ko po²ljemo z proti ν vzdolº vertikalne osi, bo veljalo
lim
x=ν
y→0
Im(f(z))
Im(z)
= f ′(ν),
tako, da bo odvod pozitiven.
Dokaz. Ker f slika zgornjo polravnino v zgornjo polravnino, je ta limita nenegativna.
lim
x=ν
y→0
Im(f(z))
Im(z)
= lim
y→0
v(ν, y)
y
= lim
y→0
v(ν, y)− v(ν, 0)
y − 0
=
∂v
∂y
(ν, 0)
Upo²tevali smo, da z iz zgornje polravnine po²ljemo proti robni negibni to£ki ν
vzdolº vertikalne osi, zato je z = ν + iy za y > 0, ko bomo y poslali proti ni£. Holo-
morfno preslikavo f zapi²emo v obliki f = u(x, y)+ iv(x, y) in upo²tevamo denicijo
imaginarne komponente. tevec in imenovalec dopolnimo, kjer upo²tevamo, da je
ν negibna to£ka preslikave f . Zato je v(ν, 0) = 0. Na koncu upo²tevamo denicijo
parcialnega odvoda z limito.
Za izra£un odvoda preslikave f v to£ki ni£ uporabimo prvi Wirtingerjev odvod
(2)
f ′(ν) =
∂f
∂z
(ν, 0) =
1
2
(︃
∂f
∂x
(ν, 0)− i∂f
∂y
(ν, 0)
)︃
.
Nadaljujemo
1
2
(︃
∂u
∂x
(ν, 0) + i
∂v
∂x
(ν, 0)− i
(︃
∂u
∂y
(ν, 0) + i
∂v
∂y
(ν, 0)
)︃)︃
preslikavo f = u(x, y) + iv(x, y) smo razpisali po komponentah. Nadaljujemo upo-
²tevajo£ Cauchy-Riemannov sistem (1)
1
2
(︃
∂v
∂y
(ν, 0) + i
∂v
∂x
(ν, 0) + i
∂v
∂x
(ν, 0) +
∂v
∂y
(ν, 0)
)︃
,
ena£bo poenostavimo in dobimo(︃
∂v
∂y
(ν, 0) + i
∂v
∂x
(ν, 0)
)︃
.
Razvijmo f(ν) v Taylorjevo vrsto v okolici to£ke ν, dobimo
f(z) = f(ν) + f ′(ν)(z − ν) +O((z − ν)2) = ν + f ′(ν)(z − ν) +O((z − ν)2).
Upo²tevali smo, da je ν negibna to£ka preslikave f .
Pokaºimo, da je f ′(ν) > 0. Res, £e bi bil f ′(ν) = 0, potem bi veljalo f(z) =
ν + O((z − ν)2) in bi preslikava f v okolici to£ke ν kote mnoºila s faktorjem dva
ali ve£, kar pa je v nasprotju s tem, da f slika zaprto zgornjo polravnino v zaprto
zgornjo polravnino in sledi, da je f ′(ν) ̸= 0.
Prav tako velja f ′(ν) = |f ′(ν)| ei·arg(f ′(ν)), kjer je arg(f ′(ν)) = 0. Res, £e bi bil
arg(f ′(ν)) ̸= 0 bi za neki φ ∈ (0, 2π) veljalo
f(z) = ν+|f ′(ν)| eiφ(z−ν)+O((z−ν)2) = eiφ(e−iφν+|f ′(ν)| (z−ν)+e−iφO((z−ν)2)).
To bi pomenilo, da preslikava f v okolici to£ke ν zgornje polravnine ne preslika nase,
kar je spet v nasprotju s tem, da f slika zaprto zgornjo polravnino v zaprto zgornjo
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polravnino in zato velja f ′(ν) > 0, posledi£no bo njena imaginarna komponenta
enaka ni£. □
Denicija 4.13. Holomorfna preslikava g : D → C, kjer je D ⊆ C, zoºuje kroºnico,
£e vsako to£ko, ki leºi na kroºnici, nese na rob ali v notranjost iste kroºnice.
Slika 4. Zoºevanje kroºnice v odprtem enotskem disku.
Lema 4.14. Naj bo g : ∆ → ∆ holomorfna preslikava. Denirajmo preslikavo
(10) f(z) =
(︁
τ−1ζ,φ ◦ g ◦ τζ,φ
)︁
(z),
kjer je τζ,φ biholomorfna preslikava iz zgornje polravnine v enotski disk. Potem pre-
slikava f slika zaprto zgornjo polravnino v zaprto zgornjo polravnino. Naj bo sedaj
η iz zaprtega enotskega diska negibna to£ka preslikave g in naj bo ξ = τ−1ζ,φ(η) to£ka
iz zaprte zgornje polravnine. Potem veljajo naslednje izjave
i) Preslikava f ima negibno to£ko ξ.
ii) Odvod preslikave f v negibni to£ki ξ je enak odvodu preslikave g v negibni
to£ki η.
iii) g je nekonstantna natanko tedaj, ko je f nekonstantna.
iv) g zoºuje neko kroºnico natanko tedaj, ko f zoºuje neko kroºnico.
v) g ima notranjo oz. robno negibno to£ko natanko tedaj, ko ima f notranjo oz.
robno negibno to£ko.
Dokaz. Iz to£k iv) in v) trditve 4.5 sledi, da preslikava f slika zaprto zgornjo polrav-
nino v zaprto zgornjo polravnino. Dokaºimo sedaj, da je ξ negibna to£ka preslikave
f . Izra£unajmo
f(ξ) =
(︁
τ−1ζ,φ ◦ g ◦ τζ,φ
)︁
(ξ) = τ−1ζ,φ(g(η)) = τ
−1
ζ,φ(η) = ξ.
Vidimo, da ima preslikava f res negibno to£ko ξ. Izra£unajmo odvod preslikave f v
negibni to£ki ξ
f ′(ξ) =
(︁
τ−1ζ,φ ◦ g ◦ τζ,φ
)︁′
(ξ) =
1
τ ′ζ,φ(τ
−1
ζ,φ(g(τζ,φ(ξ))))
· g′(τζ,φ(ξ)) · τ ′ζ,φ(ξ),
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kjer uporabimo pravilo za odvod kompozituma preslikav, ter pravilo za odvod in-
verzne preslikave
=
1
τ ′ζ,φ(ξ)
· g′(η) · τ ′ζ,φ(ξ) = g′(η).
Vrednosti evalviramo in izraz kraj²amo. Dobimo ravno odvod preslikave g v negibni
to£ki η.
e je g nekonstantna preslikava, potem obstajata dve razli£ni to£ki zaprtega enot-
skega diska, ki ju bo g slikala v dve razli£ni to£ki zaprtega enotskega diska in zato
bo tudi preslikava f slikala dve razli£ni to£ki zaprte zgornje polravnine v dve raz-
li£ni to£ki zaprte zgornje polravnine in bo zato f nekonstantna. Podobno bo zaradi
biholomorfnosti preslikave τζ,φ preslikava g nekonstantna, £e je preslikava f nekon-
stantna.
Po lemi 4.5 to£ke vii) sledi, da preslikava τζ,φ slika neko kroºnico iz zgornje polrav-
nine na neko kroºnico iz enotskega diska, potem preslikava g zoºi kroºnico v enot-
skem disku in, ker τ−1ζ,φ slika disk iz enotskega diska v disk iz zgornje polravnine, bo
preslikava f zoºila kroºnico iz zgornje polravnine. Podobno bo zaradi biholomorf-
nosti preslikave τζ,φ preslikava g zoºevala neko kroºnico, £e preslikava f zoºuje neko
kroºnico.
e ima preslikava g notranjo oz. robno negibno to£ko, jo ima tudi preslikava f ,
saj po lemi 4.5 to£ke iv) sledi, da preslikava f slika notranjo oz. robno negibno to£ko
v notranjo oz. robno negibno to£ko. Podobno ima zaradi biholomorfnosti preslikave
τζ,φ tudi preslikava g notranjo oz. robno negibno to£ko, £e ima preslikava f notranjo
oz. robno negibno to£ko. □
Denicija 4.15. Naj bosta ξ ∈ H in r̂ ∈ (0, 1), potem deniramo horocikel v
zgornji polravnini kot mnoºico K(ξ, r̂) = {w ∈ H; |τξ,0(w)| = r̂} = τ−1ξ,0 (K(0, r̂)), za
biholomorfno preslikavo τξ,0(w) = w−ξw−ξ iz zgornje polravnine v enotski disk, kjer sta
ξ neevklidski ceter in r̂ neevklidski polmer horocikla.
Trditev 4.16 (Schwarz-Pickova lema v zgornji polravnini [7, SchwarzPickov iz-
rek]). Naj bo f : H → H holomorfna preslikava. Potem velja Schwarz-Pickova lema
v zgornji polravnini ⃓⃓
τf(ξ),0(f(w))
⃓⃓
≤ |τξ,0(w)| za vsaka ξ, w ∈ H.
Dokaz. Deniramo Cayleyjevo preslikavo τi,0(w) = w−iw+i . Schwarz-Pickovo lemo v
enotskem disku (7) zapi²emo v obliki⃓⃓⃓⃓
⃓ (τi,0 ◦ f ◦ τ−1i,0 )(z)− (τi,0 ◦ f ◦ τ−1i,0 )(ζ)1− (τi,0 ◦ f ◦ τ−1i,0 )(z)(τi,0 ◦ f ◦ τ−1i,0 )(ζ)
⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤
⃓⃓⃓⃓
⃓ (τi,0 ◦ τ−1i,0 )(z)− (τi,0 ◦ τ−1i,0 )(ζ)1− (τi,0 ◦ τ−1i,0 )(z)(τi,0 ◦ τ−1i,0 )(ζ)
⃓⃓⃓⃓
⃓ ,
za vsaka ζ, z ∈ ∆, saj tako (τi,0 ◦ f ◦ τ−1i,0 ) kot (τi,0 ◦ τ−1i,0 ) slikata iz enotskega diska
v enotski disk, kjer velja τ−1i,0 (z) = w in τ
−1
i,0 (ζ) = ξ za ξ, w ∈ H.
Ekvivalentno zapi²emo⃓⃓⃓⃓
⃓ (τi,0 ◦ f)(w)− (τi,0 ◦ f)(ξ)1− (τi,0 ◦ f)(w)(τi,0 ◦ f)(ξ)
⃓⃓⃓⃓
⃓ ≤
⃓⃓⃓⃓
⃓ τi,0(w)− τi,0(ξ)1− τi,0(w)τi,0(ξ)
⃓⃓⃓⃓
⃓ .
Razpi²emo desno stran enakosti in dobimo⃓⃓⃓⃓
⃓
w−i
w+i
− ξ−i
ξ+i
1− w−i
w+i
ξ−i
ξ+i
⃓⃓⃓⃓
⃓ =
⃓⃓⃓⃓
⃓
(w−i)(ξ+i)−(ξ−i)(w+i)
(w+i)(ξ+i)
(w−i)(ξ+i)−(w+i)(ξ−i)
(w−i)(ξ+i)
⃓⃓⃓⃓
⃓ =
⃓⃓⃓⃓
((w − i)(ξ + i)− (ξ − i)(w + i))(w − i)
((w − i)(ξ + i)− (w + i)(ξ − i))(w + i)
⃓⃓⃓⃓
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vrednosti damo na skupni imenovalec in poenostavimo
=
⃓⃓⃓⃓
(2iw − 2iξ)(w + i)
(2iw − 2iξ)(w + i)
⃓⃓⃓⃓
=
⃓⃓⃓⃓
(w − ξ)(w + i)
(w − ξ)(w + i)
⃓⃓⃓⃓
=
⃓⃓⃓⃓
w − ξ
w − ξ
⃓⃓⃓⃓ ⃓⃓⃓⃓
w + i
w + i
⃓⃓⃓⃓
=
⃓⃓⃓⃓
w − ξ
w − ξ
⃓⃓⃓⃓
.
Po poenostavitvi smo upo²tevali normo ²tevila i, absolutno vrednost produkta kom-
pleksnih ²tevil in da je absolutna vrednost konjugiranega kompleksnega ²tevila enaka
kompleksnemu ²tevilu. S tem smo dokazali desno stran neenakosti. Podobno doka-
ºemo levo stran. □
Trditev 4.17. Naj bo f : H → H nekonstantna holomorfna preslikava. Naj bosta
K(ξ, r̂) in K(f(ξ), r̂) horocikla v zgornji polravnini za ξ ∈ H in r̂ ∈ (0, 1). Potem
veljajo naslednje izjave:
i) f to£ke iz horocikla K(ξ, r̂) preslika na ali v notranjost horocikla K(f(ξ), r̂).
ii) e je f bijektivna, potem f horocikel K(ξ, r̂) slika na horocikel K(f(ξ), r̂).
iii) Naj bosta r in R evklidska polmera horociklov K(ξ, r̂) in K(f(ξ), r̂), potem
velja naslednje razmerje
R
r
=
Im(f(ξ))
Im(ξ)
.
Slika 5. Razmerja horociklov v zgornji polravnini.
Dokaz. Izberimo neko to£ko ξ iz zgornje polravnine in denirajmo horocikel kot
K(ξ, r̂) z nekim neevklidskim polmerom r̂ ∈ (0, 1). Po izreku o nekonstantni holo-
morfni preslikavi kot odprti preslikavi 1.2 bo to£ka f(ξ) leºala v zgornji polravnini,
za katero deniramo horocikel kot K(f(ξ), r̂). Po trditvi 4.16 oz. Schwarz-Pickovi
lemi v zgornji polravnini holomorfna preslikava f iz zgornje polravnine v zgornjo
polravnino slika K(ξ, r̂) v zaprt krog, ki ga omejuje K(f(ξ), r̂).
e je f bijektivna, potem po trditvi 4.16 oz. Schwarz-Pickovi lemi v zgornji polrav-
nini velja enakost, kar pomeni, da prvi horocikel slikamo na drugega.
To£ki ξ in f(ξ) poveºemo s premico. Obravnavajmo primera, ko premica seka re-
alno os ali je vzporedna realni osi. Naj premica seka realno os v to£ki p. S translacijo
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w ↦→ w− p premaknemo prese£i²£e premice z realno osjo v to£ko ni£. Premik za re-
alni p je avtomorzem zgornje polravnine in ohranja tako neevklidske kot evklidske
polmere. Sedaj ξ−p in f(ξ)−p leºita v zgornji polravnini na istem poltraku, ki ima
izhodi²£e v ni£. Torej obstaja tak λ > 0, da je f(ξ) = λξ. Torej tudi za imaginarne
dele velja Imf(ξ) = λIm(ξ). Oglejmo si avtomorzem zgornje polravnine, deniran
kot w ↦→ λw. Ker je avtomorzem, ohranja neevklidske polmere horociklov in mnoºi
evklidske polmere z λ. Poleg tega slika ξ−p v f(ξ)−p. Torej slika horocikel C(ξ−p, r̂)
natanko na horocikel C(f(ξ)−p, r̂). Razmerja evklidskih polmerov teh dveh kroºnic
pa sta enaka λ = Im(f(ξ))/Im(ξ). Po drugi strani sta tudi evklidska polmera horo-
ciklov v razmerju λr = R. Naj premica ne seka realne osi, potem imata to£ki ξ in
f(ξ) enaki imaginarni komponenti, zato obstaja translacija w ↦→ w + Re(f(ξ)− ξ),
ki je avtomorzem zgornje polravnine in prvi horocikel bijektivno preslika na drugi
horocikel in neevklidski center prvega horocikla v neevklidski center drugega horo-
cikla, tako bosta evklidska polmera horociklov v enakem razmerju kot imaginarni
komponenti. □
Lema 4.18. Za razli£ni kompleksni ²tevili z in ν velja zveza
Im
(︃
1
z − ν
)︃
= −Im(z − ν)
|z − ν|2
.
Dokaz. Brez teºav lahko preverimo zvezo tako, da upo²tevamo denicijo imaginarne
komponente in izraz poenostavimo
Im
(︃
1
z − ν
)︃
=
1
z−ν −
1
z−ν
2i
=
(z−ν)−(z−ν)
(z−ν)(z−ν)
2i
= −(z − ν)− (z − ν)
2i(z − ν)(z − ν)
= −Im(z − ν)
|z − ν|2
. □
Lema 4.19. Za neki R > 0 in realno ²tevilo ν parametrizirajmo kroºnico r(φ) =
ν +R(i+ eiφ), ki gre skozi to£ko ν s sredi²£em v to£ki ν + iR. Potem velja
Im
(︃
− 1
r(φ)− ν
)︃
=
1
2R
, za vsak φ ∈ [0, 2π).
Dokaz. Izra£unajmo
Im
(︃
− 1
r(φ)− ν
)︃
=
Im(r(φ)− ν)
|r(φ)− ν|2
=
Im(R(i+ eiφ))
|R(i+ eiφ)|2
=
Im(i + eiφ)
R |i+ eiφ|2
.
Upo²tevamo rezultat leme 4.18 in parametrizacijo kroºnice, prav tako iz imaginarne
komponente v ²tevcu izpostavimo R in iz absolutne vrednosti v imenovalcu izposta-
vimo R2
=
Im(cos(φ) + i(1 + sin(φ)))
R |cos(φ) + i(1 + sin(φ))|2
=
1 + sin(φ)
R(cos2(φ) + (1 + sin(φ))2)
.
Izraz zapi²emo v kartezi£ni obliki in spet upo²tevamo denicijo imaginarne kompo-
nente ter denicijo norme kompleksnega ²tevila
=
1 + sin(φ)
R(cos2(φ) + (1 + 2 sin(φ) + sin2(φ)))
=
1 + sin(φ)
2R(1 + sin(φ))
=
1
2R
.
Ko izraz poenostavimo, dobimo vrednost imaginarne komponente. □
Izrek 4.20 (Juliajeva neenakost [2, poglavje 5, ena£bi (10) in (11)]). Naj bo sedaj
f : H → H nekonstantna holomorfna preslikava, ki ima robno negibno to£ko ν.
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Potem velja Juliajeva neenakost
f ′(ν)
Im(f(z))
|f(z)− ν|2
≥ Im(z)
|z − ν|2
za vsak z ∈ H.
Dokaz. Naj bosta K(ξ, r̂) in K(f(ξ), r̂) horocikla iz zgornje polravnine za r̂ ∈ (0, 1).
Predpostavimo sedaj, da ξ leºi na vertikalni osi pravokotni na realno os v to£ki ν
in po²ljimo ξ vzdolº te osi proti ν, kjer ostane evklidski polmer r horocikla K(ξ, r̂)
ksen, potem bo horocikel K(ξ, r̂) v limitni situaciji tangenten na realno os v to£ki
ν. Ker je ν negibna to£ka preslikave f , bo horocikel K(f(ξ), r̂) prav tako tangenten
na realno os v to£ki ν.
Vpeljimo sedaj novo spremeljivko z iz zgornje polravnine, ki leºi na horociklu
K(ξ, r̂). Glede na preslikavo z ↦→ − 1
z−ν se bo horocikel K(ξ, r̂) z evklidskim pol-
merom r po lemi 4.19 slikal v zgornjo polravnino tako, da bo njegova imaginarna
komponenta enaka 1
2r
, podobno se bo po isti lemi horocikel K(f(ξ), r̂) z evklidskim
polmerom R in njegova notranjost slikala v zgornjo polravnino, kjer bo imaginarna
komponenta ve£ja ali enaka 1
2R
.
invertiranje−−−−−−→
z ↦→− 1
z−ν
Slika 6. Invertiramo horocikla iz zgornje polravnine.
Iz leme 4.12 in trditve 4.17 to£ke iii) sledi f ′(ν) = R
r
. e obe strani ena£be
pomnoºimo z Im
(︂
− 1
f(z)−ν
)︂
, dobimo
f ′(ν)Im
(︃
− 1
f(z)− ν
)︃
=
R
r
Im
(︃
− 1
f(z)− ν
)︃
.
Poglejmo sedaj, kaj se zgodi z desno stranjo enakosti
R
r
Im
(︃
− 1
f(z)− ν
)︃
≥ R
r
1
2R
=
1
2r
= Im
(︃
− 1
z − ν
)︃
.
Ker se po trditvi 4.17 to£ke i) to£ke iz horocikla K(ξ, r̂) preslikajo na ali v notranjost
horocikla K(f(ξ), r̂), bo veljalo Im
(︂
− 1
f(z)−ν
)︂
≥ 1
2R
.
Tako dobimo prvo obliko Juliajeve neenakosti
f ′(ν)Im
(︃
− 1
f(z)− ν
)︃
≥ Im
(︃
− 1
z − ν
)︃
, za vsak z ∈ H.
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Upo²tevamo zvezo iz leme 4.18 in dobimo ekvivalentno obliko
f ′(ν)
Im(f(z)− ν)
|f(z)− ν|2
≥ Im(z − ν)
|z − ν|2
, za vsak z ∈ H.
Upo²tevamo aditivnost imaginarne komponente kompleksnega ²tevila in upo²te-
vamo, da je ν realno ²tevilo, da dobimo
f ′(ν)
Im(f(z))
|f(z)− ν|2
≥ Im(z)
|z − ν|2
, za vsak z ∈ H.
Kar je prav tako Juliajeva neenakost. □
Poglejmo si sedaj nekaj splo²nih rezultatov, ki sledijo iz Juliajeve neenakosti.
Posledica 4.21. Naj bo g : ∆ → ∆ nekonstantna holomorfna preslikava, ki ima
robno negibno to£ko α. Potem velja g′(α) > 0.
Dokaz. Uporabimo preslikavo (10). Iz leme 4.14 sledi, da preslikava f slika iz zaprte
zgornje polravnine v zaprto zgornjo polravnino. Prav tako iz iste leme to£ke i) sledi,
da ima f neko to£ko ξ = τ−1ζ,φ(α) iz zgornje polravnine za negibno in iz to£ke ii) te
leme sledi, da je odvod preslikave f v to£ki ξ enak odvodu preslikave g v to£ki α.
Po lemi 4.12 sledi, da je g′(α) > 0. □
Vidimo, da za nekonstantno holomorfno preslikavo, ki slika zaprt enotski disk v
zaprt enotski disk in ima negibno to£ko na robu, velja, da mora biti odvod v robni
negibni to£ki nujno ve£ji od ni£. Trditev 3.2 nam pove, da mora biti holomorfna
preslikava, ki slika enotski disk v enotski disk in ima dve poljubni notranji negibni
to£ki, nujno identiteta. V tem primeru so vse to£ke holomorfne preslikave negibne.
Po drugi strani pa obstajajo holomorfne preslikave iz zaprtega enotskega diska v
zaprt enotski disk, razli£ne od identi£ne preslikave, ki imajo razen notranje negibne
to£ke ²e vsaj eno ali ve£ robnih negibnih to£k.
Lema 4.22. Naj bo g : ∆ → ∆ holomorfna preslikava. Denirajmo preslikavo
h(z) =
(︁
φζ,ϑ ◦ g ◦ φ−1ζ,ϑ
)︁
(z), kjer je φζ,ϑ holomorfen avtomorzem enotskega diska.
Potem preslikava h slika zaprt enotski disk v zaprt enotski disk. Naj bo sedaj η iz
zaprtega enotskega diska negibna to£ka preslikave g, kjer je φζ,ϑ(η) = ξ za neki ξ iz
zaprtega enotskega diska. Potem veljajo naslednje izjave
i) Preslikava h ima negibno to£ko ξ.
ii) Odvod preslikave h v negibni to£ki ξ je enak odvodu preslikave g v negibni
to£ki η.
Dokaz. Dokaz te leme je identi£en dokazu to£k i) in ii) leme 4.14, le da imamo
namesto biholomorfne preslikave τζ,φ iz zgornje polravnine v enotski disk holomorfen
avtomorzem enotskega diska φζ,ϑ. □
Izrek 4.23. Naj bo g : ∆ → ∆ holomorfna preslikava, ki ima notranjo negibno to£ko
ζ in robno negibno to£ko η. Tedaj sledi, da je g′(η) ≥ 1.
Dokaz. Uporabimo preslikavo (10). Iz leme 4.14 sledi, da preslikava f slika iz zaprte
zgornje polravnine v zaprto zgornjo polravnino. Po trditvi 4.5 to£ke v) bo veljalo
ξ = τ−1ζ,φ(ζ) za neki ξ iz zgornje polravnine in ν = τ
−1
ζ,φ(η) za neki ν iz roba zgornje
polravnine. Po lemi 4.14 to£ke i) ima preslikava f negibni to£ki ξ in ν. Uporabimo
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Juliajevo neenakost oz. izrek 4.20 v robni negibni to£ki ν in jo evalviramo v notranji
to£ki ξ, da dobimo
f ′(ν)
Im(f(ξ))
|f(ξ)− ν|2
≥ Im(ξ)
|ξ − ν|2
.
Ker je ξ negibna to£ka za f , od tod sledi
f ′(ν)
Im(ξ)
|ξ − ν|2
≥ Im(ξ)
|ξ − ν|2
.
Upo²tevamo, da je ξ negibna to£ka preslikave f , zaradi £esar sta kvocieta na levi
in desni strani enaka, prav tako imaginarni vrednosti. Po kraj²anju dobimo, da je
odvod preslikave f v robni to£ki ν ve£ji ali enak ena. Iz to£ke ii) leme 4.14 sledi,
da je odvod preslikave f v robni to£ki ν enak odvodu preslikave g v robni to£ki η.
Sledi, da je g′(η) ≥ 1. □
V kolikor holomorfna preslikava slika iz zaprtega enotskega diska v zaprt enotski
disk in ima poleg nekaterih robnih negibnih to£k ²e vsaj eno notranjo negibno to£ko,
bo odvod v robni negibni to£ki ve£ji ali enak ena. V primeru, ko je preslikava razli£na
od identi£ne preslikave, pa celo nujno ve£ji od ena, kar nam pove naslednja posledica.
Posledica 4.24. Naj veljajo predpostavke izreka 4.23. e je g ̸= id, potem velja
g′(η) > 1.
Dokaz. Dokaºimo kontrapozicijo. Po pravkar dokazanem g′(η) ≥ 1 in uporabi pred-
postavke sledi, da je g′(η) = 1. Dokazujemo, da je g identiteta. Vzemimo avtomor-
zem diska, ki preslika to£ko ζ v to£ko ni£ in to£ko η v to£ko ena
φ(z) =
(︃
1− ζη
ζ − η
)︃
·
(︃
ζ − z
1− ζz
)︃
.
Denirajmo preslikavo ˜︁g(z) = (︁φ ◦ g ◦ φ−1)︁ (z).
Preslikava ˜︁g(z) ima po lemi 4.22 to£ke i) negibni to£ki ni£ in ena, prav tako preslikava˜︁g(z) po isti lemi slika iz zaprtega enotskega diska v zaprt enotski disk.
Kot v dokazu Schwarzove leme zapi²emo
h(z) =
{︃ ˜︁g(z)
z
; z ̸= 0˜︁g′(0) ; z = 0.
Izra£unamo limito preslikave h v to£ki 0
lim
z→0
h(z) = lim
z→0
˜︁g(z)
z
= lim
z→0
˜︁g(z)− 0
z − 0
= lim
z→0
˜︁g(z)− ˜︁g(0)
z − 0
= ˜︁g′(0).
Preslikavo h lahko holomorfno raz²irimo na zaprt enotski disk. Tako kot v dokazu
Schwarzove leme dokaºemo, da za vsak z iz zaprtega enotskega diska velja |h(z)| ≤ 1.
Kar pomeni, da h slika zaprt enotski disk v zaprt enotski disk.
Izra£unajmo vrednost preslikave h v to£ki ena
h(1) =
˜︁g(1)
1
= ˜︁g(1) = 1.
Ker je ena negibna to£ka preslikave ˜︁g, sledi, da bo ena tudi negibna to£ka preslikave
h. Torej ima preslikava h v to£ki ena maksimum po absolutni vrednosti.
Izra£unajmo odvod preslikave h
h′(z) =
˜︁g′(z)z − ˜︁g(z)
z2
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in ga evalviramo v to£ki ena
h′(1) =
˜︁g′(1) · 1− ˜︁g(1)
12
= ˜︁g′(1)− 1.
Upo²tevali smo, da je ena negibna to£ka preslikave ˜︁g. Po lemi 4.22 to£ke ii) velja˜︁g′(1) = 1, zato je h′(1) = 0. Po trditvi 4.3 oz. Robnem principu maksima za holo-
morfne preslikave velja, da je h konstantna in zato identi£no enaka ena. Torej velja˜︁g(z) = z. Izrazimo preslikavo g
id = (φ ◦ g ◦ φ−1)(z) ⇔ g = id.
Sledi, da je g identi£na preslikava. □
Za dokaz prej²nje posledice smo uporabili robni princip maksima za holomorfne
preslikave.
Zgled 4.25. Vzemimo g(z) = zn+1; n ∈ N. Za to preslikavo velja:
• g slika iz zaprtega enotskega diska v zaprt enotski disk.
Velja |g(z)| = |zn+1| = |z|n+1 ≤ 1n+1 = 1 za vsak z iz zaprtega enotskega
diska.
• g ni identi£na preslikava.
O£itno, saj je g vsaj druga potenca z.
• Edina notranja negibna to£ka je ni£ in mnoºica negibnih to£k na robu je
enaka
{︂
e
2πik
n ; k ∈ {0, . . . , n− 1}
}︂
.
Negibne to£ke i²£emo med g(z) = z ⇔ zn+1 = z. Vidimo, da z = 0 re²i
ena£bo. e je z ̸= 0 ena£bo delimo z z in imamo zn = e2πik za k ∈ Z. Re²itve
so torej n-ti koreni enote.
• Odvod v robnih negibnih to£kah je enak n+ 1.
g′(z) = (n+1)zn, ko evalviramo v robni negibni to£ki dobimo g′
(︂
e
2πik
n
)︂
=
n+ 1. ♢
Sedaj pa si poglejmo ²e splo²nej²i rezultat, ki sledi iz Juliajeve neenakosti.
Lema 4.26. Naj bo f : ∆ → ∆ holomorfna preslikava, ki ima negibno to£ko ni£ in
ki ni identi£no enaka ni£ tako, da |f | doseºe maksimum v robni to£ki α enotskega
diska.
Denirajmo
G(z) =
f(αz)
f(α)
za vsak z ∈ ∆.
Potem veljajo naslednje izjave:
i) G : ∆ → ∆.
ii) G(0) = 0.
iii) G(1) = 1 in v tej to£ki je doseºen maksimum po absolutni vrednosti.
iv) G′(1) = αf
′(α)
f(α)
.
Dokaz. Preverimo, da G : ∆ → ∆.
|G(z)| =
⃓⃓⃓⃓
f(αz)
f(α)
⃓⃓⃓⃓
=
|f(αz)|
|f(α)|
≤ 1.
Upo²tevali smo denicijo absolutne vrednosti in lastnost, da preslikava |f | v to£ki
α doseºe maksimum. Prav tako sledi |αz| = |α| |z| = |z| ≤ 1, kar pa pomeni, da αz
leºi v zaprtem enotskem disku in f(αz) prav tako.
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Ni£ je negibna to£ka preslikave G
G(0) =
f(α · 0)
f(α)
=
f(0)
f(α)
=
0
f(α)
= 0.
Ena je negibna to£ka preslikave G
G(1) =
f(α · 1)
f(α)
=
f(α)
f(α)
= 1.
Po to£ki i) te leme je v to£ki ena doseºen maksimum po absolutni vrednosti.
Izra£unajmo odvod preslikave G
G′(z) =
αf ′(αz)
f(α)
.
Evalvacija v to£ki ena nam da
G′(1) =
αf ′(α · 1)
f(α)
=
αf ′(α)
f(α)
. □
Izrek 4.27. Naj veljajo predpostavke leme 4.26. Potem je αf
′(α)
f(α)
≥ 1.
Dokaz. Uporabimo prej²njo lemo. Za holomorfno preslikavo G(z) = f(αz)
f(α)
velja, da
slika zaprt enotski disk v zaprt enotski disk in ima notranjo negibno to£ko ni£
in robno negibno to£ko ena. Zato iz prej²nje leme to£ke iv) in izreka 4.23 sledi
αf ′(α)
f(α)
≥ 1. □
4.4. Wolova trditev. Za konec dokaºimo pomembno Wolovo trditev iz komple-
ksne analize, ki nam pove, kako se obna²ajo vrednosti odvodov v robnih negibnih
to£kah nekonstantne holomorfne preslikave, ki ima vse negibne to£ke na robu.
Trditev 4.28. Naj bo g : ∆ → ∆ nekonstantna holomorfna preslikava in naj vse
njene negibne to£ke leºijo na robu. Potem obstaja Denjoy-Wolova robna negibna
to£ka α, v kateri je odvod g′(α) ∈ (0, 1] in v vseh ostalih negibnih to£kah velja: £e je
β ∈ ∂∆\{α} negibna to£ka, potem velja g′(β) ≥ 1
g′(α)
. V posebnem velja g′(β) > 1.
Dokazovanja trditve se bomo lotili sistemati£no. Navedimo nekaj pomoºnih lem
in trditev ter njihovih rezultatov, ki nam bodo pomagali v nadaljevanju.
Nadaljujmo s trditvijo, ki nam pove, da je produkt odvodov holomorfne preslikave
v dveh razli£nih robnih negibnih to£kah ve£ji ali enak ena.
Trditev 4.29. Naj bosta α in β razli£ni robni negibni to£ki holomorfne preslikave
g : ∆ → ∆. Potem je g′(α)g′(β) ≥ 1.
Dokaz. Uporabimo preslikavo (10). Po lemi 4.14 sledi, da preslikava f slika iz zaprte
zgornje polravnine v zaprto zgornjo polravnino in iz iste leme to£ke i) sledi, da ima
preslikava f robni negibni to£ki ν = τ−1ζ,φ(α) in κ = τ
−1
ζ,φ(β). Po isti lemi to£ke ii)
sta odvoda v robnih negibnih to£kah α in ν ter β in κ enaka, zato lahko uporabimo
Juliajevo nenenakost oz. izrek 4.20 v robni negibni to£ki ν. Obe strani neenakosti
mnoºimo z |f(z)−ν|
2
Im(z)
in poenostavimo
f ′(ν)
Im(f(z))
|f(z)− ν|2
|f(z)− ν|2
Im(z)
≥ Im(z)
|z − ν|2
|f(z)− ν|2
Im(z)
⇔ f ′(ν)Im(f(z))
Im(z)
≥ |f(z)− ν|
2
|z − ν|2
.
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Sedaj po²ljimo z proti robni negibni to£ki κ vzdolº vertikalne osi, ki je vzporedna
imaginarni osi, in na desni strani neenakosti dobimo
|f(z)− ν|2
|z − ν|2
=
|f(κ)− ν|2
|κ− ν|2
=
|κ− ν|2
|κ− ν|2
= 1.
Upo²tevali smo, da ima po lemi 4.14 to£ke i) preslikava f robno negibno to£ko κ in
da sta robni negibni to£ki razli£ni.
Poglejmo sedaj levo stran
f ′(ν)
Im(f(z))
Im(z)
.
Po lemi 4.12 velja, da je limx=κ
y→0
Im(f(z))
Im(z)
= f ′(κ), ko po²ljemo z = x + iy vzdolº
vertikalne osi proti robni negibni to£ki κ. Dobimo izraz
f ′(ν)f ′(κ) ≥ 1.
e upo²tevamo lastnost leme 4.14 to£ke ii), dobimo
g′(α)g′(β) ≥ 1. □
Izrek 4.30 (Rouchéjev izrek [1, izrek 10.10]). Naj bosta f in h holomorfni preslikavi
na in znotraj sklenjene krivulje γ brez samoprese£nih to£k v kompleksni ravnini. Naj
velja |h(z)| < |f(z)| za vsak z ∈ γ. Potem imata preslikavi f in f + h v notranjosti
krivulje γ enako ²tevilo ni£el, ²tetih s kratnostjo.
Lema 4.31. Naj bo g : ∆ → ∆ holomorfna preslikava in denirajmo preslikavo s
predpisom
gn(z) =
(︃
1− 1
n
)︃
g(z), kjer n ∈ N.
Potem ima preslikava gn natanko eno negibno to£ko αn v odprtem enotskem disku.
Dokaz. Za dokaz te leme bomo potrebovali Rouchéjev izrek. V na²em primeru sta
f(z) = −z in h(z) = gn(z) holomorfni preslikavi na zaprtem enotskem disku. Za
preslikavo f na robu enotskega diska velja
|f(z)| = |−z| = 1.
Pogledamo absolutno vrednost preslikave h na robu enotskega diska
|h(z)| = |gn(z)| =
⃓⃓⃓⃓(︃
1− 1
n
)︃
g(z)
⃓⃓⃓⃓
=
⃓⃓⃓⃓(︃
1− 1
n
)︃⃓⃓⃓⃓
|g(z)| ≤
⃓⃓⃓⃓(︃
1− 1
n
)︃⃓⃓⃓⃓
< 1.
Upo²tevali smo, da preslikava g slika iz zaprtega enotskega diska v zaprt enotski disk
in da je n pozitivno naravno ²tevilo.
Po Rouchéjevem izreku 4.30 sledi, da ima preslikava gn(z)− z enako ²tevilo ni£el
²tetih s kratnostjo v odprtem enotskem disku kot −z. Torej natanko eno ni£lo,
zato lahko zapi²emo gn(αn) − αn = 0 za neki αn iz odprtega enotskega diska in
dobimo gn(αn) = αn. Kar pa pomeni, da ima gn negibno to£ko v odprtem enotskem
disku. □
Posledica 4.32. Naj veljajo predpostavke leme 4.31. Predpostavimo sedaj, da presli-
kava g nima negibnih to£k v notranjosti enotskega diska. Potem stekali²£a zaporedja
αn leºijo na robu enotskega diska.
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Dokaz. Po prej²nji lemi imamo zaporedje negibnih to£k αn preslikav gn v notranjosti
enotskega diska. Denimo, da obstaja podzaporedje negibnih to£k αm preslikav gm, ki
konvergira k neki notranji to£ki α enotskega diska za m, ki te£e po naravnih ²tevilih
tega podzaporedja. Potem velja
αm = gm(αm) ⇔ αm =
(︃
1− 1
m
)︃
g(αm).
Uporabimo denicijo zaporedja preslikav gn iz prej²nje leme in po²ljemo m proti
neskon£nosti. Tako dobimo g(α) = α. Torej je α notranja negibna to£ka preslikave
g, kar pa je v nasprotju s predpostavko, da preslikava g nima notranjih negibnih
to£k. Torej zaporedje αn nima stekali²£a v neki notranji to£ki enotskega diska. □
Lema 4.33. Naj bo g : ∆ → ∆ nekonstantna holomorfna preslikava brez notranjih
negibnih to£k enotskega diska. Potem preslikava g zoºuje horocikel, ki je tangenten
na enotski disk v neki robni to£ki α.
Dokaz. Preslikava g po izreku o odprti preslikavi 1.2 notranjo to£ko enotskega diska
slika v notranjo to£ko enotskega diska. Prav tako za preslikave gn iz leme 4.31 velja,
da slikajo iz odprtega enotskega diska v odprt enotski disk, saj velja
|gn(z)| =
⃓⃓⃓⃓(︃
1− 1
n
)︃
g(z)
⃓⃓⃓⃓
=
⃓⃓⃓⃓(︃
1− 1
n
)︃⃓⃓⃓⃓
|g(z)| < 1,
kjer je n pozitivno naravno ²tevilo in z iz odprtega enotskega diska. Zato lahko
uporabimo Schwarz-Pickovo lemo iz trditve 3.3 to£ke ii) in velja⃓⃓
φgn(αn)(gn(z))
⃓⃓
≤ |φαn(z)| , za vsak z ∈ ∆,
kjer sta φgn(αn) in φαn holomorfna avtomorzma enotskega diska. Ker je po lemi
4.31 αn negibna to£ka preslikave gn, lahko zapi²emo
|φαn(gn(z))| ≤ |φαn(z)| , za vsak z ∈ ∆.
Kar pa pomeni, da preslikava gn to£ko na horociklu C(αn, r) slika na ali v notranjost
tega horocikla za neki r ∈ (0, 1). Po posledici 4.32 neko podzaporedje αm, kjerm te£e
po naravnih ²tevilih tega podzaporedja, konvergira k neki robni to£ki α enotskega
diska, ko gre m v neskon£nost. Prav tako se bodo horocikli C(αm, r) pribliºevali
k horociklu, ki je tangenten na enotski disk v robni to£ki α, ko bomo m poslali v
neskon£nost. Za preslikave gm bo veljalo, da je limm→∞ gm(z) = g(z). Torej tudi
preslikava g zoºuje horocikel, ki je tangenten na enotski disk v robni to£ki α. □
Poglejmo sedaj, kako se obna²a kvocient Im(f(z))
Im(z)
holomorfne preslikave f : H → H
v odvisnosti od z iz zgornje polravnine, ko ga po²ljemo vzdolº vertikalne osi proti
negibni to£ki preslikave f na realni osi.
Lema 4.34. Naj bo f : H → H holomorfna preslikava in naj bosta K(ξ, r̂) in
K(f(ξ), r̂) horocikla v zgornji polravnini z evklidskima polmeroma r in R. Ko po-
²ljemo ξ iz zgornje polravnine vzdolº vertikalne osi proti negibni to£ki ν na robu
zgornje polravnine, bo za to£ko w iz zgornje polravnine ob pogoju Im(w) = 2r veljalo
Im(f(w))
Im(w)
≤ f ′(ν), kjer je f ′(ν) pozitiven.
Dokaz. Naj bosta K(ξ, r̂) in K(f(ξ), r̂) horocikla v zgornji polravnini z evklidskima
polmeroma r in R za neki r̂ ∈ (0, 1) in ξ iz zgornje polravnine. Po²ljimo ξ vzdolº
vertikalne osi proti ν in izberimo tak w iz zgornje polravnine, da bo leºal na horociklu
K(ξ, r̂) s ksnim polmerom r in bo veljalo Im(w) = 2r. Glede na to, da je ν po lemi
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4.14 to£ke i) negibna to£ka preslikave f , bo horocikel K(f(ξ), r̂) tangenten na realno
os v to£ki ν. Po trditvi 4.17 to£ke i) f(w) leºi na ali znotraj horociklaK(f(ξ), r̂) in bo
Im(f(w)) ≤ 2R. Kar nam da Im(f(w))
Im(w)
≤ R
r
. Vemo, da je zaradi trditve 4.17 to£ke iii)
razmerje R
r
enako razmerju limx=ν
y→0
Im(f(ξ))
Im(ξ)
, kar nam da Im(f(w))
Im(w)
≤ limx=ν
y→0
Im(f(ξ))
Im(ξ)
. Ker
smo ξ poslali vzdolº vertikalne osi proti ν, bo po lemi 4.12 veljalo Im(f(w))
Im(w)
≤ f ′(ν),
kjer je f ′(ν) pozitiven. □
Slika 7. Horocikli, tangentni na enotski disk v robni to£ki α = ei
π
4 .
Lema 4.35. Naj bo g : ∆ → ∆ nekonstantna holomorfna preslikava, ki ima v robni
negibni to£ki β enotskega diska odvod manj²i ali enak ena. Potem preslikava g zoºuje
horocikle, ki so tangentni na enotski disk v robni negibni to£ki β.
Dokaz. Uporabimo preslikavo (10). Po trditvi 4.14 to£ke iii) je f nekonstantna ho-
lomorfna preslikava. Naj bosta K(ξ, r̂) in K(f(ξ), r̂) za neki r̂ ∈ (0, 1) horocikla
v zgornji polravnini. Fiksirajmo evklidski polmer r horocikla K(ξ, r̂) in predposta-
vimo, da ξ leºi na vertikalni osi pravokotni na to£ko κ = τ−1ζ,φ(β), ter ga po²ljimo
vzdolº vertikalne osi proti tej to£ki. Ker je β robna negibna to£ka preslikave g, bo
po lemi 4.14 to£ke i) κ robna negibna to£ka preslikave f , zato bo iz leme 4.12 sledilo
lim
x=κ
y→0
Im(f(ξ))
Im(ξ)
= f ′(κ) ≤ 1.
Limita kvocienta imaginarnih komponent je enaka odvodu preslikave f v robni to£ki
κ, ki je zaradi trditve 4.14 to£ke ii) manj²i ali enak ena.
Po lemi 4.34 bo razmerje kvocientov Im(f(ξ))
Im(ξ)
, ko bomo ξ poslali vzdolº vertikalne
osi proti κ, manj²e ali enako vrednosti odvoda, zato bo po trditvi 4.17 to£ke iii)
veljalo R ≤ r, kjer je R evklidski polmer horocikla K(f(ξ), r̂) in zato preslikava f
po isti trditvi to£ke i) zoºuje horocikel K(ξ, r̂). Posledi£no bo po lemi 4.14 to£ke iv)
preslikava g zoºevala horocikle, tangentne na enotski disk v robni to£ki β. □
Dokaºimo sedaj trditev 4.28.
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Dokaz trditve 4.28. Uporabimo preslikavo (10). Ker po lemi 4.33 preslikava g zoºuje
horocikel, ki je tangenten na enotski disk v neki robni to£ki α in bo po lemi 4.14
to£ke iv) tudi preslikava f zoºevala horocikel, ki je po isti lemi to£ke i) tangenten
na realno os v to£ki ν = τ−1ζ,φ(α).
Ker preslikava f zoºuje horocikle tangentne na realno os v to£ki ν, bo limita
preslikave f(z), ko bomo z poslali iz zgornje polravnine proti robni to£ki ν vzdolº
vertikalne osi, enaka ν. Kar pa pomeni, da je ν negibna to£ka preslikave f in zato
mora biti po lemi 4.14 to£ke i) α negibna to£ka preslikave g.
Slika 8. Zoºevanje horocikla v zgornji polravnini, ki je tangenten na
realno os v Denjoy-Wolovi robni negibni to£ki.
Iz lastnosti zoºevanja horociklov, ki so tangentni na realno os v robni negibni to£ki
ν, sledi, da je Im(f(z)) ≤ Im(z), ko je z na vertikalni osi, ki je pravokotna na realno
os v robni negibni to£ki ν. Ekvivalentno velja Im(f(z))
Im(z)
≤ 1, ko je z na vertikalni osi,
ki je pravokotna na realno os v robni negibni to£ki ν.
Po lemi 4.12 limita kvocienta limx=ν
y→0
Im(f(z))
Im(z)
≤ 1 obstaja, ko gre z iz zgornje
polravnine proti robni negibni to£ki ν vzdolº vertikalne osi in je pozitivno ²tevilo,
tako bo vrednost limite kvocienta f ′(ν) ∈ (0, 1].
Po lemi 4.14 to£ke ii) je odvod preslikave f v robni negibni to£ki ν enak odvodu
preslikave g v robni negibni to£ki α enotskega diska. Kar pa pomeni, da je g′(α) ∈
(0, 1] in bo zato α Denjoy-Wolova robna negibna to£ka.
Po lemi 4.33 smo videli, da preslikava g zoºuje horocikle v Denjoy-Wolovi robni
negibni to£ki α enotskega diska. Denimo, da imamo sedaj poleg Denjoy-Wolove
robne negibne to£ke α ²e vsaj eno robno negibno to£ko β ∈ ∂∆\{α}. e velja
g′(β) ≤ 1, potem po lemi 4.35 preslikava g zoºuje horocikle, ki so tangentni na
enotski disk v robni negibni to£ki β. Zato po lemi 4.14 to£k i) in iv) preslikava
f zoºuje horocikle, ki so tangentni na realno os v robnih to£kah ν = τ−1ζ,φ(α) in
κ = τ−1ζ,φ(β).
Izberimo dva horocikla s polmeroma |ν−κ|
2
tako, da bo eden tangenten na realno
os v robni to£ki ν in drugi tangenten na realno os v robni to£ki κ. Ta dva horocikla
sta disjunktna in se sekata v natanko eni notranji to£ki z0 = min(ν, κ)+
|ν−κ|+|ν−κ|i
2
,
ki ju posku²a preslikava f zoºiti v en in drug horocikel, kar pa pomeni, da je z0
notranja negibna to£ka preslikave f in po lemi 4.14 to£ke v) ima tudi preslikava g
notranjo negibno to£ko, kar pa je v nasprotju s predpostavko, da preslikava g nima
notranjih negibnih to£k.
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Slika 9. Horocikla v zgornji polravnini tangentna na realno os v
robnih negibnih to£kah ν in κ z enakima evklidskima polmeroma.
Torej je g′(β) > 1 in po trditvi 4.29 sledi g′(β) ≥ 1
g′(α)
. □
Opomba 4.36. Iz dokaza Denjoy-Wolove trditve opazimo, da je Denjoy-Wolova
robna negibna to£ka ena sama, saj vrednost njenega odvoda leºi na intervalu (0, 1].
V vseh ostalih robnih negibnih to£kah je vrednost odvodov ve£ja od ena, kar pa
pomeni, da ima zaporedje iz leme 4.32 natanko eno stekali²£e, ki je hkrati tudi
limita tega zaporedja.
Zgled 4.37. Vzemimo preslikavo
g(z) =
(︃
z + 1
2
1 + 1
2
z
)︃2
.
Za to preslikavo velja, da je nekonstantna in holomorfna na zaprtem enotskem disku.
Da je preslikava holomorfna povsod, kjer je denirana, je o£itno, saj je racionalna
preslikava v z. Vse, kar je potrebno videti, je, da je denirana na zaprtem enotskem
disku. Edini pol ima v to£ki −2, ki leºi izven zaprtega enotskega diska.
Preslikava slika iz zaprtega enotskega diska v zaprt enotski disk, velja namre£
|g(z)| =
⃓⃓⃓
(−φ− 1
2
(z))2
⃓⃓⃓
=
⃓⃓⃓
φ− 1
2
(z)
⃓⃓⃓2
≤ 1, saj po trditvi 3.1 to£ke iv) za vsak z iz
zaprtega enotskega diska preslikava φ− 1
2
slika v zaprt enotski disk.
Negibne to£ke preslikave g zado²£ajo pogoju(︃
z + 1
2
1 + 1
2
z
)︃2
= z.
Ekvivalentno lahko zapi²emo(︁
z + 1
2
)︁2(︁
1 + 1
2
z
)︁2 − z = 0 ⇔ (︃z + 12
)︃2
− z
(︃
1 +
1
2
z
)︃2
= 0.
Spremenljivko z smo nesli na levo stran ena£be in izraz poenostavili tako, da smo
ga pomnoºili z imenovalcem
z2 + z +
1
4
− z − z2 − 1
4
z3 = 0 ⇔ −1
4
(z3 − 1) = 0
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ena£bo poenostavimo in opazimo, da so negibne to£ke re²itve ena£be z3 = 1
z3 = e2πik ⇔ z = e
2πik
3 za k = −1, 0, 1.
Tako dobimo mnoºico negibnih to£k preslikave g, ki leºijo na robu enotskega diska{︂
1, e±i
2π
3
}︂
=
{︄
1,−1
2
± i
√
3
2
}︄
.
Odvodi v robnih negibnih to£kah so enaki g′(1) = 2
3
, g′
(︂
e±i
2π
3
)︂
= 2. Te rezultate
dobimo tako, da izra£unamo odvod preslikave g
g′(z) =
(︂
(−φ− 1
2
(z))2
)︂′
= 2(φ− 1
2
(z))(φ′− 1
2
(z))
po trditvi 3.1 to£ke v) smo upo²tevali denicijo odvoda preslikave φ− 1
2
2
(︄
−1
2
− z
1−
(︁
−1
2
)︁
z
)︄⎛⎜⎝ ⃓⃓−12 ⃓⃓2 − 1(︂
1−
(︁
−1
2
)︁
z
)︂2
⎞⎟⎠
= 2
(︃
−2z + 1
2 + z
)︃(︃
−3
(2 + z)2
)︃
=
12z + 6
(2 + z)3
=
12z + 6
z3 + 6z2 + 12z + 8
in smo ena£bo poenostavili. Izra£unajmo sedaj vrednosti odvodov v robnih negibnih
to£kah preslikave g. Izra£unajmo vrednost odvoda preslikave g v to£ki ena
g′(1) =
12(1) + 6
(1)3 + 6(1)2 + 12(1) + 8
=
18
27
=
2
3
.
Izra£unajmo vrednost odvoda preslikave g v to£kah e±i
2π
3
g′
(︂
ei
±2π
3
)︂
=
12
(︂
e±i
2π
3
)︂
+ 6(︂
e±i
2π
3
)︂3
+ 6
(︂
e±i
2π
3
)︂2
+ 12
(︂
e±i
2π
3
)︂
+ 8
vrednosti e±i
2π
3 vstavimo v ena£bo
=
12
(︂
e±i
2π
3
)︂
+ 6
(e±i2π) + 6
(︂
e±i
4π
3
)︂
+ 12
(︂
e±i
2π
3
)︂
+ 8
=
12
(︂
−1
2
± i
√
3
2
)︂
+ 6
1 + 6
(︂
−1
2
∓ i
√
3
2
)︂
+ 12
(︂
−1
2
± i
√
3
2
)︂
+ 8
.
Ena£bo poenostavimo tako, da upo²tevamo rotacije in pogledamo vrednost izraza v
kartezi£ni obliki ter poenostavimo(︁
−6± 6i
√
3
)︁
+ 6
1 + 3
(︁
−1∓ i
√
3
)︁
+ 6
(︁
−1± i
√
3
)︁
+ 8
=
±6i
√
3
±3i
√
3
= 2.
Po poenostavitvi izraza dobimo vrednost odvoda v robnih negibnih to£kah.
O£itno velja g′
(︂
e±i
2π
3
)︂
> 1 in recipro£ni pogoj g′
(︂
e±i
2π
3
)︂
≥ 1
g′(1)
. Opazimo, da je
g′
(︂
e±i
2π
3
)︂
= 2 > 1.
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In preverimo recipro£ni pogoj
g′
(︂
e±i
2π
3
)︂
= 2 ≥ 3
2
=
1
2
3
=
1
g′(1)
. ♢
Opomba 4.38. V diplomskem delu smo zaradi laºjega dokazovanja privzeli holo-
morfnost na robu enotskega diska in na robu zgornje polravnine, £eprav bi bilo dovolj
privzeti holomorfnost samo v okolici robnih negibnih to£k. Tako Robni princip ma-
ksima za holomorfne preslikave, Juliajeva neenakost in Wolova trditev veljajo za
nekonstantne holomorfne preslikave.
Slovar strokovnih izrazov
Anti-calculus proposition robni princip maksima za holomorfne preslikave
biholomorphism biholomorzem - bijektivna in holomorfna preslikava, ki ima
holomorfen inverz
compact set kompaktna mnoºica - mnoºica, pri kateri za vsako odprto pokritje
obstaja kon£no podpokritje
conformal mapping konformna preslikava - holomorfna preslikava, ki ohranja
kote
connected component povezana komponenta - odprta povezana mnoºica
holomorphic mapping holomorfna preslikava
horocycle horocikel
Julia's inequality Juliajeva neenakost
Maximum principle Princip maksima
Wirtinger derivatives Wirtingerjevi odvodi
Wol's proposition Wolova trditev
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